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Propriétés de monotonie
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Propriétés de monotonie
Equation d’advection, schéma temporel : RK3
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Monotonie et non-linéarités

Equation de Burgers non visqueuse : 

Limite de l’équation de Burgers visqueuse  quand 

 Si les gradients sont forts, le terme visqueux ne peut pas être négligé (même si  est petit).

Utilisation de schémas numériques qui incluent une dissipation numérique forte proche des
forts gradients
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Propriétés de monotonie : conditions

Upwind range conditions (pour  (i.e. ))

Implique la positivité (maximum discret)
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Approche TVD (Total Variation Diminushing)
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Propriétés de monotonie : Suppression de la création des
extremas

Euler amont 

 

Si , alors  

Un schéma monotone linéaire (i.e. les "poids" du schéma ne dépendent pas de la solution
numérique) est au plus d'ordre 1.

9



Propriétés de monotonie : Suppression de la création des
extremas

Lax-Wendroff  (ordre 2 en espace et en temps)
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Propriétés de monotonie : Limiteur de flux

Lax Wendroff modifié : ,  limiteur de flux

Après calculs ..., on peut écrire

où 

avec  le ratio entre pente amont ( ) et pente centrée
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Propriétés de monotonie

si ,

alors  
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Propriétés de monotonie

Plusieurs choix possibles de limiteurs :
 tel que 

mimmod 

superbee 

MC 

Van Leer 
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Propriétés de monotonie : autres approches
TVD (Total Variation Diminushing)

FCT (Flux Corrected Transpost)
ENO (Essentially Non Oscillatory)

WENO (Weighted ENO)

MP (Monotonicity Preserving)
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Schémas temporels préservant la monotonie : schémas SSP
(Strong Stability Preserving)

Augmentation de l’ordre en temps

RK2 SSP : RK3 SSP : 

Remarque : CFL plus contraignante : 
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Schémas semi-lagrangien et schémas espace-temps
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Schémas couplés espace temps : dérivation

Expression des dérivées temporelles en fonction des dérivées spatiales 

puis discrétisation des dérivées spatiales
 A l'ordre 2, on obtient le schéma Lax Wendroff.

Avantages :

Schémas stables pour 

Schémas exacts pour 

1 (seule) évaluation du second membre par pas de temps
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Schémas couplés espace-temps

Schéma obtenu en fonction de l'interpolation au pied de la caractéristique :

Linéaire Euler amont

Quadratique Lax-Wendroff : 

Quadratique décentré amont Beam et Warming
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Schémas semi-lagrangien : principe

Objectif : construire un schéma d'advection inconditionnellement stable

   où 

On écrit  où  et 
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Schémas semi-lagrangien : principe

A vitesse constante : trivial :   

Sinon, calcul de la trajectoire :

1. Ordre 1 : 

2. Ordre 2 (Extrapolation):  avec 

A coupler avec interpolations monotones au pied de la caractéristique
Condition de stabilité : condition Lipschitz :  (i.e. les caractéristiques ne se croisent
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Schémas semi-lagrangien : principe en dim. > 1

Purser and Leslie, 1991, MWR
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Schémas semi-lagrangien : conservation
Les schémas précédents ne sont pas conservatifs

Mais versions conservatives possibles (complexes à implémenter en dim. > 1).

1. CISL: Cell Integrated Semi Lagrangian. On transporte (en Lagrangien) les volumes.

2. Lin and Rood, 2006. Formulation volumes finis puis on transporte (en Lagrangien) les flux aux
interfaces.
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Schémas temporels : cas des systèmes
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Système shallow water
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Système shallow water

Discrétisation vitesses/pression

Shallow water

Internal gravity waves

Etude du schéma temporel sur un exemple (Euler Forward-Backward (EFB))

  où 
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Système shallow water
Etude du schéma temporel sur un exemple (Euler Forward-Backward (EFB))

 où 

 matrice d'amplification (de gain). Le schéma est stable si  (en pratique approché par
).

Si , le schéma Euler Forward Backward est stable sous la condition (CFL) , où
.

Lorsque le schéma est stable, le schéma est neutre (pas de dissipation)
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Système shallow water

Schéma Euler Forward

Instable si 

Schéma Lagrangien

condition de stabilité : 

Schéma semi-implicit semi-Lagrangien (SISL)

Helmholtz : 

Inconditionnellement stable
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Euler VS semi-Lagrangien
Efficacité VS précision/conservation
Gain en robustesse

Parallélisation ?
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Diffusion
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Equation parabolique et schéma implicite

  

En explicite , le schéma est stable si .

 : Crank Nicholson

 : Euler Backward

Amortissement
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Equation parabolique et schéma implicite
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Systèmes raides
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Systèmes raides: Méthodes de splitting

Ocean Atmosphere

Acoustic waves 1500 350

External gravity waves 200 350

Internal gravity waves 3 100

Advection 0.1 30
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Ocean (Boussinesq)

Ocean

Acoustic waves 1500

External gravity waves 200

Internal gravity waves 3

Advection 0.1

The CFL stability condition on the barotropic
mode limits the time step

 where 
m,  m/s, km, s

Baroclinic (internal) slow mode: (internal gravity
wave phase speed + max advective velocity)

m/s km, mn

!
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Splitting barotrope / barocline

Système 2D :  CFL barotrope

Système 3D :  CFL barocline
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Atmosphere

Ocean Atmosphere

Acoustic waves 1500 350

External gravity waves 200 350

Internal gravity waves 3 100

Advection 0.1 30
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Ondes acoustiques et filtrage temporel
The Courant-Friedrichs-Levy CFL stability condition on the acoustic waves limits the time step :

m.s

External - Internal gravity waves : m.s

Advection : 
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Filtrage des ondes acoustiques au niveau des équations

 non Boussinesq,  non hydrostatique

 : pas de filtrage

 : filtrage ondes acoustiques (requiert un solveur 3D pour la pression)
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Filtrage des ondes acoustiques au niveau des équations
 : pas de filtrage

Non hydrostatique, compressible
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Traitement numérique : semi-implicite

 Helmholtz : 
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Traitement numérique : time-splitting
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